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1. EINLEITUNC 
Wahrend es unzerlegbare, torsionsfreie abelsche Gruppen beliebiger 
Machtigkeit gibt, verhalten sich abelsche p-Gruppen anders. Die einzigen 
unzerlegbaren, reduzierten abelschen p-Gruppen sind die zyklischen Grup- 
pen Z/p”Z. Infolgedessen ist das Zerlegungsverhalten abelscher Tor- 
sionsgruppen sehr verschieden von dem torsionsfreier Gruppen. Das in 
diesem Zusammenhang wohl am haufigsten benutzte Resultat ist der 
folgende Satz von Szele [3, Proposition 27.11. 
SATZ. Es sei B eine Untergruppe der ahelschen Gruppe G. Falls B= 
ei,, Z/p?? fiir eine ganze Zahl n # 0 und B n p”G = 0 gelten, dann ist B ein 
direkter Summand von G. 
Die Bedingung Bnp”G = 0 kann such so formuliert werden, da13 die 
Hohe der von Null verschiedenen Elemente von B in G hochstens n ist. 
Somit ist dieser Satz ein Beispiel fur die Bedeutung, die der Hohenbegriff in 
der Theorie der abelschen p-Gruppen hat. 
Betrachtet man jedoch eine Untergruppe G einer abelschen p-Gruppe H, 
so ist die Einschrankung der Hiihenfunktion von H auf G dann und nur 
dann die Hohenfunktion auf G, wenn G rein in H ist. Andernfalls induziert 
diese Einschrankung nur eine Abbildung v auf G, die die folgenden 
Eigenschaften hat: 
(i) Fur alle g E G ist v(g) eine Ordinalzahl oder co. 
(ii) Fur alle g E G gilt v(pg) > v(g), wobei a3 < cc gesetzt wird. 
(iii) Fur alle gE G und alle n E Z, die relativ prim zu p sind, gilt 
v(w) = v(g). 
(iv) Fur alle g, hEG gilt v(g+h)>min{v(g), v(h)]. 
Es erweist sich als natiirlicher anstelle der Erweiterung G c H direkt 
einen Z,-Modul G zusammen mit einer Abbildung v auf G zu betrachten, 
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SO da/I die vier Bedingungen erfiillt sind. In dieser Arbeit bezeichnet Z,/, die 
Lokalisation des Ringes Z an der Primzahl p. Das Paar (G, u) heiDt eine 
bewertete Gruppe mit p-Bewertung u. Diese Paare sind die Objekte der 
Kategorie 9, der p-lokalen, bewerteten Gruppen. Die Morphismen dieser 
Kategorie sind Gruppenhomomorphismen mit der folgenden Eigenschaft: 
Sind (G, u, ) und (H, u2) Objekte in 9, und cp: G -+ H ein Grup- 
penhomomorphismus, so ist cp ein 8,-Morphismus, wenn fur alle g E G die 
Bedingung u2( cp( g)) 3 u,(g) erfiillt ist. 
In dieser Arbeit wird die Bewertung v nur dann angegeben, wenn es 
andernfalls zu Verwechselungen kommen konnte. Die so delinierte 
Kategorie 9, ist praabelsch [S, Theorem 31. 
Von besonderem Interesse sind Y,-Morphismen cp: G -+ H, die die 
Bedingung u(cp(g)) = u(g) fur alle g E G erfiillen. Sie werden Einbettungen 
genannt. Eine Einbettung q: G -+ H zerfiillt, wenn es einen 9,-Morphismus 
II/: H + G gibt, so dab $q die Identitatsabbildung auf G ist. Dann ist q(G) 
ein direkter Summand von H in 9,. 
Im klassischen Fall, in dem nur Hohenfunktionen als Bewertungen auf- 
treten, ist es gelungen eine zufriedenstellende Beschreibung der einfach 
dargestellten p-Gruppen zu geben. Die wichtigsten Ergebnisse sind in [3] 
zusammengestellt. In 9, ist die Situation jedoch bedeutend komplizierter. 
Andererseits, such in 9, ist eine einfach dargestellte p-Gruppe durch ihre 
p-Basis bis auf Isomorphie bestimmt. Fi.igt man zu einer p-Basis einer ein- 
fach dargestellten, bewerteten p-Gruppe das Element 0 hinzu, so erhalt 
man einen bewerteten p-Baum. Die Bedeutung dieser Baume fur die 
Theorie der bewerteten p-Gruppen ist nicht zu unterschatzen. In [S] 
zeigten Hunter, Richman und Walker, daB die endlichen, nicht retrahier- 
baren bewerteten p-Baume ein vollstandiges Invariantensytem fiir die 
Klasse der reduzierten, unzerlegbaren, einfach dargestellten bewerteten p- 
Gruppen bilden. 
Eine der Hauptschwierigkeiten in der Theorie bewerteter p-Gruppen ist 
das Fehlen einer geeigneten Version des vorher erwahnten Satzes von Szele. 
Da in diesem Fall die Struktur der unzerlegbaren p-Gruppen bedeutend 
komplizierter ist, liefert eine Bedingung der Form B n p”G = 0 nicht genug 
Information. 
Sucht man einen Ersatz fur p”G, so bietet sich die folgende Moglichkeit 
an. In [4] definierte Hunter eine Untergruppe G(T*) einer bewerteten p- 
Gruppe G fur einen bewerteten p-Baum T. Er zeigte, dal3 diese 
Untergruppe einige bedeutende Eigenschaften mit p”G teilt. Die Definition 
von G( T*) wird in Paragraph 2 gegeben, da sie iiber den Rahmen dieser 
Einleitung hinausgehen wiirde. Somit ergibt sich die folgende, bewertete 
Form des Satzes von Szele: 
Es sei A eine endliche, unzerlegbare, einfach dargestellte bewertete p- 
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Gruppe, deren p-Basis durch den p-Baum T gegeben ist. Weiterhin sei G eine 
einfach dargestellte bewertete p-Gruppe, und a: @*A + G sei ein 9,- 
Monomorphismus. Zerfallt CI, wenn c(( @ ,A) n G( T*) = 0 gilt? 
Das Ziel dieser Arbeit ist, eine positive Antwort auf diese Frage zu 
geben. Hierzu wird eine Kategorienaquivalenz zwischen der Kategorie der 
bewerteten Gruppen der Form @,A und der Kategorie der freien 
Rechtsmoduln fiber dem Ring E(A) = Mor(A, A) benotigt, die in 
Paragraph 3 deiiniert wird. 
Hierdurch bedingt ist es notwendig sich mit Radikalen zu beschaftigen. 
Definiert man fiir bewertete Gruppen A und G das A-Radikal RA(G) von G 
als n{ker(f): f EMor(G, A)}, so gilt R,,r,,(G)=p”G. Als eine erste 
Verallgemeinerung des Satzes von Szele ergibt sich 
KOROLLAR 4.3. Es sei A eine endliche, unzerlegbare bewertete p-Gruppe. 
Weitherhin sei G eine bewertete Gruppe, die einen $,-Morphismus cp von G in 
eine Gruppe der Form eJA mit ker(cp)= R,(G) hesitzt. Jeder 
Monomorphismus a: @,A + G mit U( @,A) n RA(G) = 0 zerfallt. 
Im klassischen Fall ist die Existenz einer solchen Abbildung cp trivial. In 
Paragraph 6 wird gezeigt, daB cp such dann existiert, wenn A und G einfach 
dargestellte bewertete p-Gruppen sind. 
Natiirlicherweise stellt sich die Frage, wie sich die Gruppen G(T*) und 
R,(G) zueinander verhalten, wenn A und G einfach dargestellte bewertete 
p-Gruppen sind, und T eine p-Basis von A ist. In Paragraph 5 wird gezeigt, 
da13 sie iibereinstimmen. Jetzt ist es moglich, alle endlichen, einfach 
dargestellten bewerteten p-Gruppen A zu bestimmen, fiir die die bewertete 
Version des Satzes von Szele erfiillt ist: 
SATZ 6.8. Fiir eine einfach dargestellte, endliche, bewertete p-Gruppe A 
mit p-Basis T sind iiquivalent: 
(a) A = @,?=, @,,S(X,) mit m,n,<w, wobei die Xi endliche, nicht 
retrahierbare bewertete p-Biume sind, fiir die X, 6 X, fiir i # j gilt. 
(b) Ist P ein direkter Summand von @,A, so zerfiillt ein 
Monomorphismus CI von P in eine einfach dargestellte bewertete p-Gruppe G 
genau dann, wenn cx( P) n G( T*) = 0 gilt. 
In diesem Satz bezeichnet S(X) die durch den p-Baum X eindeutig 
bestimmte, einfach dargestellte bewertete p-Gruppe mit p-Basis X. 
Weitherhin ist die Relation Xd Y dadurch defmiert, daf3 es eine 
ordnungserhaltende Abbildung bewerteter BCume von X nach Y geben 
muD. Abschliegend sol1 noch erwahnt werden, da13 o die erste unendliche 
Ordinalzahl bezeichnet. 
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2. GRUNDLAGEN 
In diesem Paragraphen sol1 ein iiberblick iiber die Begriffe und Resultate 
gegeben werden, die in dieser Arbeit benutzt werden. Alle hier angefiihrten 
Ergebnisse stammen von Hunter, Richman und Walker [4-6, und 81. 
Eine bewertete p-Gruppe G heil3t einfach dargestellt, wenn es eine 
Teilmenge X von G gibt, die die folgenden Bedingungen erfiillt: 
(i) Jedes Element von G hat eine eindeutige Darstellung C.XtX n,x 
mit 0 < n,X < p, und {x E X: n., # 0} ist endlich. 
(ii) Fur jede solche Darstellung gilt 
u 1 n,x =min{u(n.x):xEX} 
( > IZEX 
(iii) pxeXu (0) fur alle xEX. 
X wird eine p-Basis von G genannt und kann als Spezialfall der folgen- 
den Definition angesehen werden. 
Ein bewerteter Baum (X, u) is eine Menge X, auf der eine Multiplikation 
mit p deliniert ist, zusammen mit einer Abbildung u auf X, die die folgen- 
den Bedingungen erfiillt: 
(i) u(x) ist eine Ordinalzahl oder cc fur alle x E X. 
(ii) Fur alle XE X und n < o impliziert pnx= x, da13 px = x gilt. 
Weiterhin ist die letzte Bedingung fur hijchstens ein Element in X erfiillt. 
(iii) u(px) > u(x) fur alle x E X, fur die px deliniert ist. Hierbei gilt 
cc < x. 
Das eindeutige Element x mit px = x, falls es existiert, wird mit 0 
bezeichnet. Ein bewerterter Baum X, fur den px fur alle x E X deliniert ist, 
heibt ein Baum mit Wurzel. Jeder Baum kann mit einer Wurzel versehen 
werden, indem man X” = X u { 0} und px = 0 fur alle die Elemente x von X 
setzt, fur die px nicht existiert oder x = 0 gilt. 
Dies legt nahe, die Ordnung eines Elementes x des bewerteten Baumes X 
auf folgende Weise zu definieren: 
o(x) = 1, falls px = x gilt, 
4x) = P> falls px nicht deliniert ist, 
o(x) = pn+I, falls o( px) = p” gilt. 
Falls keine dieser Bedingungen erfiillt ist, setzt man o(x) = co. Wenn jedes 
Element von X endliche Ordnung hat, so hei& X ein p-Baum. In dieser 
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Arbeit sol1 das Wort Baum immer einen bewerteten p-Baum bezeichnen. 
Daher hat ein Baum X genau dann eine Wurzel, wenn X= Xp gilt. 
Aus einem bewerteten Baum X mit Wurzel 1CBt sich eine einfach 
dargestellte bewertete p-Gruppe folgendermaBen konstruieren: 
Es sei F, der freie Z,-Modul mit Basis { (x): x E X}, und R, sei sein Z,- 
Untermodul, der von allen Elementen der Form p(x) - ( px ) und (0) 
erzeugt wird. Jedes Element von S(X) = F,/R, hat eine eindeutige 
Darstellung C, t X n,( (x) + R,) mit 0 <n, < p. Setzt man v(CX, X 
n,( (x) + R,)) = min{ u(x): x E X und n, # 0}, so ist (S(X), u) eine einfach 
dargestellte bewertete p-Gruppe mit p-Basis (0 # (x) + R,: x E X}. Im 
allgemeinen identifiziert man X mit {(x) + R,: x E X}. Hat X keine Wur- 
zel, so setzt man S(X) = S(Xp). Umgekehrt besitzt jede einfach dargestellte 
bewertete p-Gruppe eine freie Auflosung iiber 12, dieser Form. 
Weiterhin 1aDt sich jede Abbildung II/ bewerteter Baume von X nach Y 
zu einem 9,-Morphismus $: S(X) -+ S( Y) forsetzen. Hierbei heiht eine 
Abbildung $: X-r Y zwishen bewerteten Baumen X und Y eine Baumah- 
hildung, falls u($(x)) > v(x) fur alle XGX gilt, und auljerdem 
$( px) = p$(x) erfiillt ist, wenn px existiert. 
Unter Benutzung von Baumabbildungen ist es moglich, eine 
Quasiordnung auf der Klasse der bewerteten Baume zu delinieren. Sind X 
and Y bewertete Baume, so setzt man X< Y, falls es eine 
ordnungserhaltende Baumabbildung von X nach Y gibt. Offensichtlich gilt 
Xd Y genau dann, wenn X” 6 Y” erfiillt ist. 
In diesem Zusammenhang kommt einer Klasse bewerteter Baume beson- 
deres Interesse zu. Ein hen’erteter Ast ist ein bewerteter Baum X, in dem 
px # s fur alle x E X gilt, fur die p.u definiert ist. Weitherhin existiert px 
nicht fur genau ein x E X, das die Basis von X genannt wird. 
PROPOSITION 2.1. [4, Proposition 1.11. Es seien A und B hewertete 
Btiume, die disjunkte Vereinigung he\?lerteter &te sind. Giht es eine Baumah- 
hildung uon A nach B, so gilt A < B. 
Eine Retraktion eines bewerteten Baumes X ist eine Baumabbildung 
r: X + X mit r2 = r. X heiBt nicht retrahierbar, wenn die Identitatsabbildung 
auf X die einzige von Null verschiedene Retraktion von X ist. 
Die Elemente eines bewerteten Baumes X konnen teilweise geordnet wer- 
den, indem man x > y setzt, wenn es ein n < w mit p’lx = y gibt. Fur x E X 
setzt man X(x) = { y E X: y 3 x}. 
AbschlieBend sol1 die die Gruppe G(T*) definiert werden, wobei G eine 
bewertete Gruppe und T ein bewerteter Baum ist. Es sei T* die Familie 
aller bewerteten Aste B mit B % T. Offensichtlich gilt T* = (T\(O))* = 
( TP)*. 1st BE T*, so sei G(B) die Menge aller Elemente g E G, fiir die es eine 
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Baumabbildung I,+: B -+ G mit g = $(6,) gibt, wobei 6, die Basis von B ist. 
Es sei G( T*) die Untergruppe von G, die von {G(B): BE T* > erzeugt wird. 
In dieser Arbeit wird die folgende Konvention benutzt. Falls nicht anders 
bemerkt, bedeutet das Wort Gruppe immer bewertete Gruppe. Insbeson- 
dere ist eine Untergruppe einer bewerteten Gruppe immer mit der Bewer- 
tung der Obergruppe versehen. Desweiteren ist eine bewertete Gruppe G 
direkte Summe von Untergruppen {Gi : icz I}, wenn jedes g E G eine ein- 
deutige Darstellung g = CiE,gi mit gi E Gi hat, wobei die gi fast alle Null 
sind, und u(g) = min{ u(gi): iE I} gilt. 
3. TENSORPRODUKTE UND RADIKALE IN 9, 
In [l] wurde eine Kategorienaquivalenz zwischen der Kategorie der 
endlich erzeugten, freien Rechtsmoduln iiber E(A) und der Kategorie der 
endlichen direkten Summen der abelschen Gruppe A benutzt. In diesem 
Paragraphen sol1 eine bewertete Version dieses niitzlichen Werkzeuges 
gegeben werden. 
Es sei A eine p-lokale, bewertete Gruppe. Ein Objekt G in 9, heiBt A- 
fiei, wenn Gr @,A fur eine Indexmenge I gilt. 1st 44, die Kategorie der 
Rechtsmoduln iiber R = Mor(A, A), so deliniert H,(G) = Mor(A, G) einen 
covarianten Funktor H,: 9, -+ M,. Fur eine endliche Gruppe A ist 
HA( @ ,A) natiirlich isomorph zu @,R. Somit ist die Einschrankung von 
H, auf die volle Unterkategorie der A-freien Gruppen in 9, ein Funktor 
von dieser in die Kategorie der freien Rechtsmoduln iiber R. 
Im ersten Teil dieses Paragraphen sol1 eine Umkehrung T, dieses 
Funktors angegeben werden. Fiir einen freien Rechtsmodul F iiber R wird 
die Gruppenstruktur von T,(F) durch F@,A deliniert, wobei benutzt 
wird, dal3 A in natiirlicher Weise ein Linksmodul iiber R ist. Urn die 
Bewertung auf F@ RA anzugeben, sei eine beliebige R-Basis X = {xi: i E I} 
von F gewlhlt. Jedes Element g E F@ RA kann als g = c,?! i fjO uj mit 
uj~ A und fje F geschrieben werden. Weiterin gibt es rii~ R mit 
fj= Cie, xiril, wobei die rii fast alle Null sind. Daher gilt 
g= f C (XiYQOaj) 
= 1 Xi@ ( 2 r;j("jJ). 
iGl i= 1 
Somit hat jedes Element in F OR A eine Darstellung der Form Cie, xi@ aj 
mit a, E A, so da13 fast alle a, Null sind. Da X eine Basis von F ist, folgt aus 
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CiEI xi@ ai = C,, , x, @ h,, daB a, = bi gilt. Deshalb ist die Darstellung ein- 
deutig. Somit wird durch 
+,xm) = minfu(ai): ie I} 
eine wohldefinierte Abbildung auf F OR A detiniert. 
LEMMA 3.1. vx ist eine p-Bewertung auf F @JR A. 





fur ein i’ E I. Die anderen Bedingungen werden auf ahnliche Weise 
nachgerechnet. 
1st I/: F, + F2 ein Rechtsmodulhomorphismus zwischen freien R- 
Moduln, so setze TA($) = $0 id,, wobei id, die Identitatsabbildung auf A 
bezeichnet. 
LEMMA 3.2. Es seien F, und F2 freie Rechtsmoduln iiber R mit Basen X, 
beziehungsweise X,. Weiterhin sei vi die von Xi auf Fi @QR A induzierte 
Bewertung (i= 1, 2). Dann ist T,(q) ein a,-Morphismus von (F, OR A, vl) 
nach (F, OR A, vZ). 
Beweis. Da T,(q) ein Gruppenhomomorphismus ist, geni.igt es zu 
zeigen, da13 v2( T,(q)(g)) > v’(g) fur alle gE F, OR gilt. Es seien X, = {x, : 
i E I} und X2 = { y,: k E K}. Dann ist es mijglich g = Cit, x, @ ai mit ai E A 
und cp(x,) = Ckc K y,rki zu schreiben. Somit gilt 
T/t(v)(g) = C dx,) Oai 
isI 
= zI ,FK (Yk 0 rki(ai)) 





fur ein k’ E K und ein i’ E I. Daher ist T,(cp ) ein $,-Morphismus. 
PROPOSITION 3.3. Es sei F ein freier Rechtsmodul iiber R mit Basen X 
und Y. Dann gilt v, = uy . 
Beweis. Die Identitatsabbildung auf F induziert nach Lemma 3.2 die 
Identitatsabbildung von (F OR A, ox) nach (F OR A, u Y). Daher gilt 
ux < v Y. Aus Symmetriegriinden folgt ux = u Y. 
Es sei V die Bewertung auf F OR A, die von einer beliebigen Basis von F 
erzeugt wird. Nach Proposition 3.3 hlngt U nur von F ab. Daher setzt man 
T,(F) = (FOR A, 3. 
KOROLLAR 3.4. Zst F ein freier Rechtsmodul iiber R, so ist T,(F) A-frei. 
Beweis. Es sei (xi: i E Z} eine R-Basis von F. Als abelsche Gruppe gilt 
FOR A = OiaI(xiR) OR A. Die Definition der Bewertung U garantiert, 
da13 diese Summe such in 9, direkt ist. Desweiteren ist die Abbildung 
cpi: A -+ x;R @ R A, die durch q,(a) = xi @ a deliniert ist, ein Isomorphismus 
abelscher Gruppen. Da aul.Serdem iT(cpi(a)) = O(xi@ a) = u(a) gilt, ist sie ein 
Isomorphismus in 9,. 
Bis jetzt wurde gezeigt, darj T, ein Funktor von der Kategorie der freien 
Rechtsmoduln iiber R zu der Kategorie der A-freien Gruppen ist. Falls A 
endlich ist, kann man eine kanonische Abbildung 0,: TA HA( @,A) + @,A 
betrachten, die durch O,(f 0 a) = f(a) detiniert ist. Fur einen 9,- 
Morphismus cp: @ ,A -+ OJA betrachte man das Diagramm 
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Da o,T,H,(cp)(foa)=O,(cp(f)OA)=cpf(a) und cp@SfOa)=cpf(a) 
gelten, ist es kommutativ in der Kategorie der abelschen Gruppen. Damit 
dies such in 9, gilt, mu13 gezeigt werden, da13 0, und 0, 9,-Morpismen 
sind. 
PROPOSITION 3.5. Es sei A E 9, und endlich. Dann ist 0,: 
T, H, ( 0, A) + CijI A ein 9,-Isomorphismus fiir alle Indexmengen I. 
Beweis. 0, ist ein Isomorphismus abelscher Gruppen. Daher geniigt es 
zu zeigen, da13 v(@,(x))= U(X) fur alle XE T,H,(O,A) gilt. Es seien ei: 
A + @,A die Einbettungen in die i-te Koordinate. (e,: ic I} ist eine R- 
Basis fur den freien Rechtsmodul Mor(A, @,A) iiber R. 
1st x=Cic, e,@a;E T,H,(@,A), so gilt O,(x)= (ai)if,. Aufgrund von 
Proposition 3.3 folgt 
V(~)=min{u(a~): iEZ} =21(0,(x)). 
Die Benutzung dieser Dualitat fuhrt dazu, dal3 Radikalen eine besondere 
Bedeutung zukommt. Fur eine Indexmenge I deliniert man das Produkt A’ 
als die bewertete Gruppe mit Gruppenstruktur l7,A und p-Bewertung 
u((~,),~,)=min{u(a~): FEZ}. 
LEMMA 3.6. Es seien A und G p-lokale, bewertete Gruppen. Es gibt eine 
Indexmenge I und einen 9,-Morphismus cp: G -+ A’ mit ker (cp) = R,(G). 
Beweis. Es sei Z= Mor(G, A). Definiere cp: G + A’ durch cp( g) = 
(f(g)),, ,. cp ist ein A,-Morphismus, und es gilt ker(cp) = R,(G). 
Da 9, praabelsch ist, hat jeder ,P,,-Morphismus einen Kokern. In [8] 
wurde gezeigt, da13 der Kokern einer Abbildung f E Mor(G, H) die abelsche 
Gruppe H/f(G) mit der kleinsten Bewertung ist, fur die u(h + f (G)) 2 
sup(u(h + x): XE f(G)} fur alle h E H gilt. Mit G/R,(G) wird der Kokern 
der Inklusionsabbildung i: R,(G) --) G bezeichnet. Es sei rr: G --t G/R,(G) 
die natiirliche Projektion. 
LEMMA 3.7. Es seien A und G p-lokale, bewertete Gruppen. Dann gilt 
RAG/R,(G)) = 0. 
Beweis. Es sei x E R,(G). Wahle y E G mit TC( y) = x. 1st q E Mor(G, A), 
so deliniere Cp: G/R,,,(G) -+ A durch @(n(z)) = q(z) fur alle ZEG. Da 
R,(G) c ker(cp) gilt, ist dies ein wohldefinierter Gruppenhomomorphismus. 
Definiere eine p-Berwertung w  auf G/R,(G) durch w(u) = u(Cp(u)) fur alle 
u E G/R,(G), wobei u die Bewertung auf A ist. Dann gilt fur alle z E G und 
rER,dG) 
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w(z + RAG)) = v(cP(z + RAG))) 
= v(cp(z)) 
= v(cp(z + r)) 
2 v(z + r). 
Daher erhalt man w(z + RA(G)) > sup{ v(z + Y): r E R,(G)}. Andererseits ist 
die Kokernbewertung auf G/R,(G) die kleinste Bewertung mit dieser 
Eigenschaft. Infolgedessen ist (p ein IP,-Morphismus. Folglich gilt cp( y) = 
(p(rr( y)) = q(x) = 0. Somit folgen y E R,,(G) und x = 0. 
Dieser Paragraph sch1ief.Q mit einem Ergebnis, daB nur im letzten Teil 
dieser Arbeit benutzt wird. Da es jedoch fur beliebige, bewertete Gruppen 
gilt, sol1 es hier bewiesen werden. 
PROPOSITION 3.8. Es seien G und H in 9,, und es sei c(: H + G ein 
Monomorphismus mit den Eigenschaften, da0 H = U @ V gilt, und daIj die 
Einschriinkung von u auf U als G = c1( U) @ C zerfiillt. Weiterhin bezeichne 
7~: G --, C die Projektion, die durch diese Zerlegung gegeben ist. Zerfbllt die 
Abbildung nd~: V + C, so zerfbllt such M. 
Beweis. Es sei 6: C + V eine Zerfallungsabbildung fur xx. Detiniere 
$1 G -+ H durch 
$(g)=cc--‘(id,-x)(g)+&(g). 
Diese Abbildung ist wohldefiniert, da c(: U-t a(U) = (id,- x)(G) ein 
Isomorphismus ist. Betrachte 6: U@ V -+ G mit cI(u + v) = a(u) + rm(u). $ 
und Cr sind 9,-Morphismen, fiir die 
$GL(u + 0) = $(a(u) + m(v)) 
=cI -‘(id.-n)m(u)+ti -‘(id, - x) XCI(V) + &U(U) + &r2cr(v) 
=c( -‘a(u) + S7ccI(v) 
=u+v 
folgt, da &a = id V gilt. Somit erhllt man $5 = id,. 
Weiterhin seien q, E E Mor(H, H) durch 
q(u + v) = u- c1- ‘(id, - x) U(V) + v 
und 
BEWERTETEp-GRUPPEN 211 





iic(u + u) = ji(u + ~‘(id, - 7~) a(o) + u) 
= LX(U) + ~~‘(id, - n) a(u) + rca(u) 
= cx(u + u). 
Somit erhalt man us =id,, ZE = r und $Cr= id,. Folglich gilt q$cr = 
I?$&z = qe = id,. Daher zerfallt Z. 
4. UNZERLEGBARE, ENDLICHE BEWERTETEP-GRUPPEN 
Unter Benutzung der im vorherigen Abschnitt eingefiihrten Dualitat sol1 
in diesem Paragraphen eine erste bewertete Version des Satzes von Szele 
gegeben werden. Es wird nicht vorausgesetzt, darJ die betrachteten Grup- 
pen einfach dargestellt sind. 
PROPOSITION 4.1. Es sei A eine endliche, unzerlegbare bewertete p- 
Gruppe. Ein Rechtsmodul fiber dem Ring R = Mor(A, A) ist frei oder hat 
unendliche projectiue Dimension. 
Beweis. Da A endlich und unzerlegbar ist, folgt, da13 R ein endlicher 
Ring ohne Idempotente ist. Damit ist R ein endlicher, lokaler Ring, und 
jeder projektive R-Modul ist frei. Weitherhin ist R entweder ein Schiefkbr- 
per, oder es gibt eine Potenz 0 #J(R)” des Jacobsonradikals J(R) von R 
mit J( R)“‘Z= 0 fur jedes echte Linksideal I von R. Nach [2, Theorem 6.31 
hat jeder Rechtsmodul fiber R entweder unendliche projektive Dimension 
oder ist frei. 
Dieses Resultat und die Dualitat in Paragraph 3 erlauben, den folgenden 
Satz zu beweisen: 
SATZ 4.2. Es sei A eine endliche, unzerlegbare bewertete p-Gruppe. 
Weiterhin seien PI und P, A-freie bewertete Gruppen. Jeder 
Monomorphismus uon PI nach P, zerfiillt. 
Beweis. Es sei a: PI -+ P, ein Monomorphismus. Da A endlich ist, 
induziert c( einen Monomorphismus H,(a): HA( P,) -+ HA( PZ) freier 
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Rechtsmoduln iiber R = Mor(A, A). Die projektive Dimension des 
Kokerns dieser Abbildung ist hochstens 1. Nach Proposition 4.1 ist dieser 
frei, und es gibt eine Abbildung B: HA(P2) + HA(P,) mit BHA(~) = idHaCP,). 
Proposition 3.5 garantiert die Existenz eines kommutativen Diagrammes 








PI cL PI. 
Nach Lemma 3.2 ist T,(B) ein $,-Morphismus mit 
Deliniere q: P, + P, durch cp = O,, T,(B) 0~~‘. Dann folgt cpct = 
O,, TA(a) 0&‘0,, T, H,(a) Op,’ = id,,. Also zerfallt ~1. 
KOROLLAR 4.3. Es sei A eine endliche, unzerlegbare bewertete p-Gruppe. 
Weitherhin sei G eine bewertete Gruppe, die einen a,-Morphismus cp von G in 
eine A-freie Gruppe F mit ker(cp) = R,(G) besitzt. Ist P eine A-freie Gruppe 
und cc: P -+ G ein $,-Monomorphismus mit a(P) n R,(G) = 0, so zerfallt U. 
Beweis. Da a(P) n R,(G) = 0 gilt, ist cpcc: P + F ein Monomorphismus, 
der nach Satz 4.2 zerfallt. Es sei $: F-+ P ein A,-Morphismus mit 
$cpc.~ = id,,. Dann ist Ic/cp eine Zerfallungsabbildung fur ~1. 
PROPOSITION 4.4. Es sei A eine endliche, unzerlegbare bewertete p- 
Gruppe. Direkte Summanden A-freier Gruppen sind A-frei. 
Beweis. Es sei @,A = P@Q. Dann gilt H,(@,A)= H,(P)@H,(Q). 
Daher sind H,(P) und HA(Q) freie E(A)-Moduln, fur die T,,,H,(@,A)= 
T, H,(P) 0 T, HA(Q) gilt. Da 0,: TA H,(P) -+ P ein Isomorphismus und 
T, H,(P) nach Korollar 3.4 A-frei ist, folgt, dal3 P A-frei ist. 
5. RADIKALE UNDP-B~UME 
In diesem Paragraphen seien alle Baume bewertete p-Baume mit Wurzel. 
Das Ziel ist zu zeigen, dal3 fiir einfach dargestellte bewertete p-Gruppen G 
und A = S(T) die Untergruppen R,(G) und G( T*) von G iibereinstimmen. 
LEMMA 5.1. Es sei X ein bewerteter Baum. Weiterhin sei {xi: i E I} eine 
Teilmenge von X mit der Eigenschaft, dab’ x, < x, fur i # j E I gilt. Wenn X, 
der bewertete Ast X(x,) ist, und Z= fluIE,X, gesetzt wird, dann gibt es 
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einen Epimorphismus cp: S(X) -+ ais, S( X,), dessen Kern von Z erzeugt 
wird. 
Beweis. Es sei Y= U,,,X,. Ware y E Xjn X, mit i # j, dann gtibe es 
ganze Zahlen n,, nj>O mit p”‘y = x, und p”‘y = xj. Falls n,>, nj gilt, SO 
wiirde xi = p “I ~ “‘xi folgen. Doch dies widerspricht der Voraussetzung, dal3 
x, g xi fur i #j gilt. Daher ist Y die disjunkte Vereinigung der Aste X,. 
G sei die einfach dargestellte bewertete p-Gruppe mit p-Basis Y”. Dann 
gilt G = Oi, [S(X,). Definiere eine Abbildung cp: X+ Y durch 
q(x) =x falls x E Y 
=o andernfalls. 
cp kann zu einer Abbildung Cp: S(X) + S( Yp) = G fortgesetzt werden. Jedes 
Element von S(X) hat die Form 
1 C n,x+ C n.9. 
IEI rtx, rez 
Somit ist ein Element von S(X) dann und nur dann im Kern von Cp, wenn 
n, = 0 fur alle x E Y gilt. Daher wird ker(@) von 2 erzeugt. (p ist offen- 
sichtlich ein Epimorphismus. 
LEMMA 5.2. Es seien G = S(X) und A = S(T) einfach dargestellte hewer- 
fete p-Gruppen. Ist X < T erfiillt, so gilt R,(G) = 0. 
Beweis. Es sei 0 # y E G. Wahle n., E (0 ,..., p - l} mit y = CxtX n,x. 
Se& pm0 + ’ = max{ o(x): n, # 0). Da Y von Null verschieden ist, folgt 
m,>O. 
Es seien x0,..., x,, die verschiedenen Elemente der Ordnung pmo+ ’ in der 
Darstellung von y, fur die n,< # 0 gilt. Wtihle k, minimal in (k(o: 
P 
k+lx,=pk+l xi fur ein 1 < i< n}. Da X ein p-Baum ist, gibt es ein 
solches k,,. 
Definiere eine Abbildung cp: X -+ X durch 
q(x) =p’% falls x E X( pkoxo) 
=o andernfalls. 
Die Definition von cp garantiert, dal3 u(cp(x)) 2 u(x) fur alle x E X gilt. Es 
mu13 gezeigt werden, dab die Bedingung cp(px) = pep(x) erfiillt ist. 
1st x $ X(p”“x,), so folgt px 4 X(pkox,), da px < x gilt. Daher ergibt sich 
cp(x)=cp(px)=O. 
Andererseits, wenn .y E X(p’Ox,) gilt, dann gibt es ein k > 0 mit 
pkx = pk”xo. Im Fall k = 0 erhalt man x = pkox,. Somit gilt o(x) d pmo+ ‘, 
und es folgt cp(px) = 0 = pq(x). 1st k > 0, so impliziert pkox, = pk ~ ‘(px), 
214 ULRICHALBRECHT 
dab px ein Element von X(p’%,,) ist. Daher ergibt sich cp(px) = 
P mo+ ‘x = PC/$X). 
cp kann zu einem Endomorphismus (p von S(X) fortgesetzt werden, fur 
den @5(x,) = 0 fur alle i E { l,..., H} gilt. 
Angenommen, @5(x,) #O. Dann ist xi in X(pkox,), und es gibt ein 
k d m, + 1 mit pkx, =pkoxo. Da 0(x,) = 0(x0) gilt, folgt k = k,. Ware i # 0, 
so ergabe sich ein Widerspruch zur Minimalitat von k,. 
Somit gilt (p( y ) = C,Z E x n, q(x) = nxopmoxO # 0. Die Bedingung X 6 T ga- 
rantiert die Existenz einer ordnungserhaltenden Baumabbildung $: X+ T, 
die zu einem $,-Morphismus $: S(X) -+ S(T) fortgesetzt werden kann. Da 
$ ordnungserhaltend ist, und 
‘f%(Y) = IG(n,,p”“x,) = n.r”IC/(P”‘%) ZO 
gilt, ergibt sich @q(y) #O. Dies zeigt, da13 y kein Element von R,(G) ist. 
Dies ist nur moglich fur R,(G) = 0. 
Dieses Lemma beweist eine Richtung der folgenden 
PROPOSITION 5.3. Fiir hewertete Btiume X und Y sind iiquivalent: 
(a) X< Y 
(b) R,,,,(S(X)) = 0. 
Beweis. Es mu13 noch (b) 3 (a) gezeigt werden. Es sei (xi: i E I) die 
Menge aller Elemente der Ordnung p in X. Dann gilt S(X) = 
eiE, S(X(x,)). Nach Lemma 3.6 gibt es eine Indexmenge J und einen 
Monomorphismus cp: S(X) -+ S(Y)‘. Es sei cp, die Einschrankung von cp auf 
S(X(s,)) und n,: S( Y)J + S(Y) eine Projektion mit 7c,(p,(xi) # 0. Nach [S, 
Lemma 41 gibt es eine ordnungserhaltende Retraktion Y: S(Y) + Y. Somit 
ist r7c,(p,: X(.u,) + r\(O) eine Abbildung bewerteter Baume. Nach 
Proposition 2.1 gilt X(x,)< y\(O), und es ergibt sich X= (lJ,.,X(x,))“b 
(r\{O} y= Y. 
SATZ 5.4. Es seien A = S(T) und G einfach dargestellte hewertete p- 
Gruppen. Dunn gilt G( T*) = R,(G). 
Beweis. Als erstes wird die Inklusion G( T*) c RA(G) gezeigt. Es sei B 
ein bewerteter Ast und .Y E G(B). Angenommen, es gilt x4 RA(G). Dann 
gibt es einen A,-Morphismus 6: G -+ A mit 6(x) # 0. 
Es sei b, die Basis von B. Wahle eine Baumabbildung $: B+ G mit 
x = $(h,). 1st r: A -+ T eine ordnungserhaltende Retraktion, so ist 
96$: B + r\ (0) eine Abbildung bewerteter Baume, da yS$(b,) = y&x) # 0 
gilt. Nach Proposition 2.1 ergibt sich B < T. 
Fur die umgekehrte lnklusion sei G = S(X). Es miissen zwei Falle 
betrachtet werden. 
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Im ersten Fall werde X d T vorausgesetzt. Es sei U = {x E X: X(x) < T}. 
Es gilt 0 4 U. Fur jedes x E U wahle eine ganze Zahl p”(‘) E ( 1, p,..., o(x)} 
maximal mit der Eigenschaft p”“’ .Y E U, und setze y(x) = P”(~‘)x fur jedes 
XE u. 
Es sei M= {y(x): XE U}. Gilt y(x,) d y(xz), so gibt es ein k <o mit 
pky(x,) = y(x,). Es folgt pk+n’x*Xx2 =p”(-“‘x, E U. Da 0 $ U gilt, ergibt sich 
P h + ‘l(-rz) E { 1) p )...) o(x) ). Aufgrund der Wahl von 4x2) mu0 
k + n(x2) = n(x2) gelten. Daher folgen k = 0 und y(.yl) = y(xz). 
Somit erfiillt M die Voraussetzungen von Lemma 5.1, und es gibt einen 
Epimorphismus cp: G -+ @ { S(X(y)): ~1 E M}, dessen Kern von Z = {x E X: 
.Y 2 y fur alle 13 E M} erzeugt wird. 
Ware : E Z n U, so ergabe r > y(z) E M einen Widerspruch. Daher folgt 
X(z) 6 T fur alle =E Z. Nach Definition von G(T*) ergibt sich Zs G(T*). 
Desweiteren folgt aus u$ ker(cp), daD es eine Proiektion rc:@ { S(X(y)): 
1’~ M] + S(X(j,‘)) gibt, fur die rccp(u) #O gilt. Da y’ ein Element von U ist, 
erhalt man X()3’) < T. Nach Proposition 5.3 gibt es eine Abbildung 
$: S(X(y’)) + A mit $ncp(24) # 0. Somit gilt u $ RII(G). 
Dies ergibt eine Kette R,,(G) c ker( q) s G( T*) c RA( G) von Untergrup- 
pen von G. Daher gilt G( T*) = R,4(G). 
Falls jedoch die Bedingung X< T erfullt ist, so folgt aus Proposition 5.3 
G( T*) z R,,(G) = 0. Also gilt such im zweiten Fall Gleichheit. 
Der Beweis des letzten Satzes zeigt, daI3 G(T*) nicht von T abhangt, 
sondern eine lnvariante des Paares (G, A) ist. 
KOROLLAR 5.5. Es seien G = S(X) und A = S(T) einfuch dargestellte 
helvertete p-Gruppen. Dunn wird G( T*) von allen x E X erzeugt, ,fiir die 
X(x) g T gilt. 
KOROLLAR 5.6. Es seien G = S(X) und A = S(T) einfach dargestellte 
he\r*ertete p-Gruppen. Dunn giht es hewertete p-Biiume { Y,: i E Ij mit Yj < T 
und eine Ahhildung cp: G -+ @ (S( Y,): iE I) mit ker(cp) = G( T*). 
6. SZELES SATZ IN ,!A,, 
Es sei A eine endliche bewertete p-Gruppe. Wenn A nicht unzerlegbar ist, 
dann sind direkte Summanden A-freier Gruppen nicht notwendigerweise A- 
frei. In diesem Paragraphen sol1 neben dem Beweis des Satzes 6.8 such eine 
Charakterisierung direkter Summanden A-freier bewerteter Gruppen 
gegeben werden, wenn A wie in Satz 6.8 ist. 
PROPOSITION 6.1. Es seien X und T hewertete Biiume. Fulls T endlich ist, 
und X d T gilt, so giht es einen Monomorphismus cp von S(X) in eine S(T)- 
,freie Gruppe. 
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Beweis. Da X d T gilt, ist die Ordnung der Elemente von X beschrankt. 
Setze p” = max(o(x): x E X}. Der Fall n = 0 ist trivial. 
Da S(X)= 0 {S(X(z)): z E X und o(z) = p) gilt, geniigt es, die Existenz 
der Abbildung cp fur B&me zu zeigen, die genau ein Element x0 der 
Ordnung p haben. 
Setze N = {x E X: o(x) = p’}. Fur x,, x2 E N kann die Bedingung x1 6 x2 
nur dann erfullt sein, wenn x, =x2 gilt. Nach Lemma 5.1 gibt es einen 9,- 
Morphismus $: S(X) + @ {S(X(z)): z E N}, dessen Kern von allen x E X 
mit x B z fur alle ZEN erzeugt wird. Dies bedeutet, da13 ker(ll/) von x0 
erzeugt wird. 
Weiterhin gilt o(y) 6 p”+ I fur alle y E X(z) und z E N, da das Element z 
im Ast X(z) Ordnung p hat. AuBerdem gilt X(z) < X 6 T. Nach der 
Induktionsannahme gibt es 8,-Monomorphismen 6;: S(X(z)) --f F,, wobei 
FZ S(T)-frei ist. Die 6; induzieren einen $,-Morphismus 6 von @{S(X(z)): 
ZEN) in die S(T)-freie Gruppe F= OZcNF=. 
Da aus X< T folgt, da13 R,,,,(S(X)) =0 gilt, gibt es einen 9,- 
Morphismus E: S(X) --t S(T) mit &(x0) #O. Es sei P= F@S(T) in 9,. 
Deliniere cp: S(X) -+ P durch cp( g) = (6$(g), s(g)). Fur jedes g E ker(cp) 
folgt 6$(g) = 0 und c(g) = 0. Da 6 ein Monomorphismus ist, ergibt sich 
gE ker($). Somit gibt es ein m E {O,..., p - 1 } mit g = mx,. Da aul3erdem 
0 = s(g) = m&(x0) und E(x,,) # 0 gelten, ist nur m = 0 moglich. Daher ist cp 
ein Monomorphismus. 
Dieses Resultat zeigt, dal3 im Falle einfach dargestellter bewerteter p- 
Gruppen die Abbildung cp in Korollar 4.3 immer existiert. 
KOROLAR 6.2. Es sei G eine einfach dargestellte bewertete p-Gruppe. 
Ist T ein endlicher, nicht retrahierbarer bewerteter p-Baum, so zerfallt 
jeder Monomorphismus c1 einer S(T)-freien Gruppe P nach G mit 
a(P)nG(T*)=O. 
Beweis. Im Beweis von Satz 5.4 wurde gezeigt, da13 es einen 9,- 
Morphismus $: G + BitI S(X,) gibt, fur den ker(cp) = G( T*) und X, 6 T 
gelten. Nach Proposition 6.1 existiert ein Monomorphismus E von @is , 
S(X;) in eine S( T)-freie Gruppe P. Da E$: G -+ P ein 9,-Morphismus mit 
ker(e$) = G( T*) ist, zerfallt a nach Korollar 4.3. 
Dieses letzte Resultat gibt eine positive Antwort auf das in der Einleitung 
gestellte Problem im Fall, daB A unzerlegbar ist. Indem man dies als 
Beginn einer vollstandigen Induktion benutzt, wird Satz 6.8 bewiesen. Urn 
besserer Klarheit willen ist der Beweis in eine Serie von Lemmata unter- 
teilt. 
LEMMA 6.3. Es sei X ein endlicher, nicht retrahierbarer bewerteter Baum. 
Ein Endomorphismus von S(X) ist ein Automorphismus, wenn seine 
Einschrankung auf X ordnungserhaltend ist. 
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Beweis. Es sei b das einzige Element der Ordnung p in X. Der Baum X 
enthalt ein Element x maximaler Ordnung. Es sei n < o mit b = p”x. 
1st cp der Endomorphismus von S(X) aus dem Lemma, so gilt o(q)(x)) = 
o(x) = p” + ‘. Schreibe q(x) = C,,. x n,y mit H, E (0 ,..., p - 1 }. Da cp die 
Ordnung von Elementen in X erhalt, folgt O# q(b) = p”cp(x) = 
c ytX n,(p”y). Da o(x) maximal in X ist, erhalt man entweder p”y =0 oder 




worin k und m ganze Zahlen sind, die den Bedingungen 0 <m < p - 1 und 
kp+m=C{n., : y E X und o(y) = p” + ’ 1 geniigen. 
Da 0 # mb gilt, folgt m 3 1. Damit ergibt sich, da8 q’(b) = m’b fur alle 
t < o von Null verschieden ist. Da R ein endlicher, lokaler Ring, und cp 
nicht nilpotent ist, muR cp ein Automorphismus von S(X) sein. 
LEMMA 6.4. Es seien X, ,..., A’,, endliche, nicht retrahierbare bewertete p- 
Baume mit X, g Xi fiir i #j. Es sei G = CiJy= , G, wobei die Gi S( X,)-fret sind. 
Ist rc: G + G, die Proj.ektion, die man durch die gegebene Zerlegung von G 
erhalt, und c(: S(X, ) + G ein Monomorphismus, so ist rcu eine zerfallende 
Einbettung. 
Beweis. Setze fl= 7~~7 und y = (id, - 71) u. Angenommen, es gibt ein 
0 # .Y E X mit o(x) = o(y(x)). Es sei b das einzige Element der Ordnung p in 
X,. Dann gibt es ein k -CO mit pkx = 6. Folglich gilt y(b) # 0. Da y(b) in 
a;=, G, ist, gibt es eine Projektion 6 von @;=, G, auf einen unzerlegbaren 
Summanden B mit &y(b) # 0. Nach [S, Satz 81 ist dieser Summand 
isomorph zu S(X,) fiir ein ja 2. Daher gibt es eine ordnungserhaltende 
Baumabbildung r: B + X,. Da r&y den Baum X,\{O> in den Baum X,\{ (0) 
abbildet, folgt X, 6X,. Dies widerspricht der Voraussetzung X, 6 X,. 
Somit gilt o(x) > 0(?(x)) fur alle x E X,. 
Infolgedessen ergibt sich o(x) = o@(x)) fur alle XE X,. Es sei D ein 
unzerlegbarer Summand von G, , so dab fur eine Projektion E: G, -+ D die 
Bedingung &B(b) # 0 erftillt ist. .$ erhalt die Ordnung der Elemente von X, . 
Nach [S, Satz S] gibt es einen Isomorphismus cp: D + S(X,). Da (PEP ein 
Endomorphismus von S(X,) ist, der auf X, ordnungserhaltend ist, folgt aus 
Lemma 6.3, da13 er ein Automorphismus von S(X,) ist. Somit gilt 
(( cpc/3) ‘~E)(TIu) = id,(,, ), und rcr zerfallt. 
218 ULRICH ALBRECHT 
LEMMA 6.5. Es seien X, ,..., X,, endliche, nicht retrahierbare bewertete p- 
B&me mit Xi g X, ,ftir i # j. Ist G = @J’= , Gi mit G, S(X,)-frei, so zerfiillt 
jeder Monomophismus van einer S(X,)-freien Gruppe nach G. 
Beweis. Es sei H eine S(X,)-freie Gruppe und tx: H -+ G ein 
Monomorphismus. Weiterhin sei rc ,: G + G, die von der gegebenen 
Zerlegung von G induzierte Projektion. 
Im ersten Schritt wird angenommen, dab H = By=, D, mit Djz S(X,) 
gilt. Nach Lemma 6.4 zerfallt die Abbildung n, c(: D, + G, . Somit ist a( 0,) 
ein direkter Summand von G, den man als G = cc(D ,) 0 C schreiben kann. 
Es sei q E E(G) die Projektion von G auf C mit ker(q) = cc(D,). Dann ist 
gcr ein Monomorphismus von By=, Dj nach G,, der nach Induktionsan- 
nahme zerfallt. Nach Proposition 3.8 zerfallt such a. 
Im zweiten Schritt sei H eine beliebige S(X,)-freie Gruppe. Nach dem 
ersten Schritt ist jedes Element von z(H) in einem endlichen, S( X, )-freien 
Summanden von G enthalten. Somit gilt (Y(H) n R,(,,,( G) = a(H) n 
G(X:) = 0. Nach Korollar 6.2 zerfallt 3. 
Das folgende Lemma wurde in [7] als Lemma 5.1.2 fur eine abelsche 
Ah-5-Kategorie bewiesen, doch die dort benutzten Argumente gelten such 
in 9,. 
LEMMA 6.6. Es sei G = Oic, Di eine direkte Summe endlicher, 
unzerlegbarer bewerteter p-Gruppen Di. Ist ,f ein von Null verschiedenes 
Idempotent von E(G), so induziert f einen Isomorphismus von Di nach f (D,) 
,fiir wenigstens ein ie I. 
Hiermit ist es moglich, fur die in Satz 6.8 beschriebenen Gruppen A die 
Struktur der A-projektiven Gruppen zu bestimmen. Dabei heibt eine 
Gruppe G A-projektiv, wenn sie isomorph zu einem direkten Summanden 
einer A-freien Gruppe ist. 
SATZ 6.7. Es seien X, ,..., X,, endliche, nicht retrahierbare bewertete p- 
Biiume mit X, g X, ,fiir i # j. Weiterhin sei G = @y=, G,, wobei jedes Gi A- 
,frei ist. Fur jeden direkten Summanden P von G gibt es S(X,)-freie Gruppen 
P, mit P = @;.I= , Pi. 
Beweis. Es sei N(P) = { jE {l,..., n}: S(X,) c P}. Der Satz wird durch 
Induktion nach IN(P)1 bewiesen. 1st 1 N(P)1 = 0, so folgt P = 0 nach 
Lemma 6.6. 
Angenommen, IN( > 0. Ohne Einschrankung enthalt P eine 
Untergruppe V, isomorph zu S(X,). Nach Lemma 6.5 ist V, ein direkter 
Summand von P. 
Man definiert eine aufsteigende Kette { Vy } S(X, )-freier Summanden von 
P auf folgende Weise. 
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Angenommen, V, ist schon detiniert fiir p < v. 1st v eine Limeszahl so 
setzt man V,, = U,, < ,, V,,. Da fiir p < v VhI + , = V, 0 C, + , nach Korollar 6.2 
gilt, folgt, da0 C,, + , und somit such V’, = V,@ @,, < ,,C,+ , S(X,)-frei sind. 
Nach Lemma 6.5 ist V, ein direkter Summand von G und daher such 
von P. 
1st jedoch v = p + 1, so gilt P = V,,@ Q,,. Nach Lemma 6.6 enthait Q,l 
eine Untergruppe isomorph zu S(X,) fur ein j, wobei der Fall Q,, = 0 trivial 
ist. Wenn es moglich ist, ,j = 1 zu wahlen, so sei U eine Untergruppe von Q,, 
isomorph zu S(X, ). Setze V, = V, @ U. Andernfalls sei V,. = V,,. 
Nach hochstens /PI vielen Schritten gilt V,. = V,, + , . Setze P, = V,. Dann 
folgt P = P, BP’, und P’ enthalt keine Untergruppe isomorph zu S(X,). 
Daher gilt IN(P’)( < IN(P Nach Induktionsannahme zerfallt P’ als 
@:= Z P, mit P, S(X,)-frei fur 2 < i < n. Sommit hat P die gewiinschte Form. 
Jetzt ist es moglich Satz 6.8 zu beweisen. 
SATZ 6.8. Es .rei A = S(T) eine endliche, einfach dargestellte bewertete p- 
Gruppe. Die ,folgenden Bedingungen sind iiquivalent: 
(a) Es gibt endliche, nicht retrahierbare bewertete BGiume X, ,..., X,, 
mit X, g X,Jir i#j und n, < o, so dafl A = @y=, @,,,S(X,) gilt. 
(b) Ist P eine A-projektive bewertete Gruppe, so zerfiillt ein 
Monomorphismus a von P in eine einfach dargestellte bewertete p-Gruppe G 
dann und nur dann, bi’enn a(P) n G( T*) = 0 gilt. 
Beweis. (b) + (a) Nach [.5, Theorem 81 gibt es endliche, nicht 
retrahierbare und paarweise nich isomorphe bewertete p-Baume X, ,..., X, 
mit A = @y= , @,,,S(X,), wobei n, < w gilt. 
Ware X, < X, fur i # j,(l,..., n}, so folgt R,,,,(S(X,)) = 0 aus 
Proposition 5.3. Nach Lemma 3.6 gibt es k<o und einen 
Monomorphismus cp: S(X,)+ @,S(X,). Da S(X,) und O,S(X,) A-pro- 
jektiv sind, zerfallt cp. Nach dem Satz von Krull und Schmidt folgt, daB 
S(X,) und S(X,) isomorph sind. Aber dies ergibt die Isomorphie von X, 
und X,. Daher gilt i= j. 
(a)+(b) Wenn z zerfallt, so gilt immer x(P)n R,(G) =O. Nach 
Satz 5.4 folgt r(P) n G( T*) = 0. 
Umgekehrt sei im ersten Schritt G = @=, G, mit G, S(X,)-frei. Nach 
Satz 6.7 zerfallt P als @:I=, P, mit P,S(X,)-frei. 
Der Satz wird durch Induktion nach m = 1 (j: Pi # 0} 1 bewiesen. Der Fall 
m = 1 wurde in Lemma 6.5 behandelt. 
Es sei m > 1. Ohne Einschrakung gilt P, # 0. Damit zerfallt die 
Einschrankung von c( auf P,, und es folgt G=a(P,)@D fur eine 
Untergruppe D von G. Sei 6 E E(G) die Projektion von G auf D mit 
ker(6) = a(P,). Die Abbildung i&z: @;= Z P, + G ist ein Monomorphismus 
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mit 1 {j 2 2: Pi # 0} I < m. Nach der Induktionsannahme zerfallt 6~. Wendet 
man Proposition 3.8 an, so erhglt man, da0 c1 zerfallt. 
Im allgemeinen Fall sei G beliebig. Nach Korollar 5.6 gibt es einen $,- 
Morphismus cp: G -+ Oit, S( Y;) mit Yi 6 T und ker(cp) = G(T*). Nach 
Proposition 6.1 existiert ein 9,-Morphismus E von OiE, S( Yi) in eine S(T)- 
freie Gruppe F. 
Die Abbildung scpa: P -+ F ist ein Monomorphismus, da ker(.scpa) = 
a(P) n ker( cp) = m(P) n G( T* ) = 0 gilt. Aufgrund des ersten Schrittes gibt es 
einen $,-Morphismus yl: F --+ P mit TE~C( = id,. Somit ist q&q eine Zer- 
fallungsabbildung fur a. 
KOROLLAR 6.9. Es sei A = Or= , @,,,S( X,), wobei die Xi endfiche, nicht 
retrahierbare bewertete p-Biiume mit Xi 6 X, fir i # j sind, und ni c o gilt. 
Jede A-projektive Gruppe ist eine direkte Summe S(Xi)-freier Gruppen. 
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